Texto: Introduction to Proof Theory' Autor: S. Buss
O Calculo de Sequentes

e O Calculo de Seqiientes foi criado por Gerard Gentzen em 1935 como uma extensio de seus
sistemas anteriores de Deducdo Natural.

e O calculo de seqiientes é considerado por muitos como o estilo de sistemas formais mais
elegante e flexivel.

1.2. O Calculo de Seqiientes Proposicional

1.2.1. Seqiientes e Cedentes

e SEQUENTE: Diferentemente dos sistemas hilbertianos e de deducio natural, cada linha de
uma prova nio é uma formula, mas um segiiente, que é escrito na forma:

Al, ceey Ak — Bl} weey Bt

e SETA DE SEQUENTE: "—" ¢ chamado de seta de seqiiente.

e FORMULA: Cada A, e B; é uma formula.

e SIGNIFICADO DE UM SEQUENTE: O significado intuitivo do seqiiente é que a conjuncio
dos A/'s implica a disjuncio dos Bj's.

e Entdo um seqiiente é equivalente em significado a formula:

CONVENCOES:

e Uma conjuncio vazia (quando k=0) tem o valor TRUE.

e Uma disjuncio vazia (quando t=o) tem o valor FALSE. Entio:
m "> A" tem o mesmo significado que a formula A.
m "A —" tem o mesmo significado que a formula ~A.

m ">" tem o mesmo significado que que FALSE.
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e ANTEDEDENTE: A, .., Ax é chamado antecedente.

e SUCEDENTE: B,, .., B, ¢ chamado sucedente.

e CEDENTE: Tanto o antecedente quanto o sucedente sio chamados de cedentes.

1.2.2. Inferéncias e Provas
e PK: O Sistema de Calculo de Seqiientes Proposicional PK.

e PROVA: arvores (ou grafos aciclicos diretos) em que os nés sio seqiientes.

e SEQUENTE FINAL: A raiz da arvore, o n6 mais abaixo, é chamado de segiiente-final, e ¢ o
seqiiente provado pela prova.

e SEQUENTE INICIAL: As folhas, no topo da arvore, sio os segiientes-iniciais, ou axiomas.

e Usualmente os tinicos seqiientes iniciais permitidos sio os axiomas da forma A — A. Nos,
mais adiante vamos exigir que A seja atdmico.

e Qualquer outro seqgiiente em uma prova, além dos iniciais (A — A) deve ser inferido por
uma das seguintes regras de inferéncia descritas abaixo.

e FORMA DAS REGRAS DE INFERENCIA: As regras tem uma destas duas formas:

e Indicando que um seqiiente S pode ser inferido de S, ou de S, e S..

e SEQUENTE INFERIOR: a conclusio S é chamada se segiiente inferior da inferéncia.

e SEQUENTE SUPERIOR: cada hipétese (S, e S.) é chamada de segiiente superior da
inferéncia.

e A lista seguinte indica os esquemas das regras validas do sistema PK, onde A e B denotam
formulas arbitrariase I', A, IT, A denotam cedentes arbitrarios.



REGRAS ESTRUTURAIS FRACAS

troca: 4 esq. LABIL—A
[,B,A I — A
contragao: a esq. A AAFF—>—>AA
enfraquecimento: a esq BT
' ' AT —A

contracio: a dir.

enfraquecimento: a dir.

troca: a dir.

I > A
I' > A A

e REGRAS FRACAS: as regras estruturais fracas também sio chamadas apenas de regras_

tracas.

e REGRAS FORTES: as outras regras de inferéncia sio chamadas de regras fortes.

o REGRAS ESTRUTURAIS: as regras de inferéncia estruturais consistem das regras estruturais

fracas mais a regra do corte.

REGRA DO CORTE

I A A AT -—>SA

- A

REGRAS PROPOSICIONAIS
esq ~A, T — A 1 - A ~A
\ A, B.T — A Ay [=AA T—oAB
9 AAB,T — A i I — A, AAB
v AT —>A B, ' = A vdi ' > A A B
9 AVB, T — A i I - A AVB
L - A A B, —>A : AT —>AB
Jesq ADBT — A 2dir I — A ADB




e Na literatura, as regras Vdir e Aesq costumam ser definidas respectivamente como:

r >AA r >AA R AT A AT A
I >AAVB € T —A BVA Y AABT A € BAAT —A

Vdir

e A alteracdo proposta por Buss nio modifica o poder dedutivo do sistema PK e tem
motivagio apenas na diminuicdo do ntimero total de regras em certas facilidades que esta
alteracdo provoca nos limitantes superiores para o tamanho das provas livres de corte.

e Com isto o sistema PK esta completamente determinado!!

e PK-PROVA: escrevemos PK - I" — A para denotar que o seqiiente ' — A tem uma prova
no sistema.

®  Quando A é uma férmula, escrevemos PK A para denotar que PK - — A.

e FUNCAO DA REGRA DO CORTE: A regra do corte tem um papel especial no calculo de
seqiientes. Provaremos que PK ¢ um sistema completo mesmo sem a regra do corte. No
entanto, seu uso pode reduzir significativamente o tamanho das provas.

e PROVA LIVRE DE CORTE (cut-free):Uma prova é dita cut-free (livre de corte) se ndo
contém nenhuma inferéncia dada pela regra do corte.

m  *** FAZER EXEMPLOS DE PROVAS ***

1.2.3. Ancestrais, Descendentes e Propriedade da Subférmula

e FORMULA PRINCIPAL: todas as regras de inferéncia, com excecio do corte, tém uma
férmula principal, que é a férmula que ocorre no seqiiente inferior que ndo esta nos
cedentes I' ou A (ou IT ou A).

m  As regras de troca tém duas formulas principais.

e FORMULA AUXILIAR: toda inferéncia, exceto o enfraquecimento, tem uma férmula_
auxiliar, que sio as formulas A e B que ocorrem no(s) seqiiente(s) superiore(s) da inferéncia.

e FORMULAS LATERAIS: as formulas que ocorrem nos dedentes I', A, IT ou A sdo chamadas
formulas laterais.

e FORMULAS DO CORTE: as duas formulas auxiliares da regra do corte sdo chamadas de
férmulas do corte.




e DESCENDENTE IMEDIATO:

1. Se C é uma foérmula lateral em um seqiiente superior de uma inferéncia, digamos, a i-
ésima formula do cedente I', A, IT ou A, entdo o tnico descendente imediato de C é a_
ocorréncia correspondente da mesma férmula, na mesma posicio do mesmo cedente
no seqiiente inferior da inferéncia.

2. Se C é uma férmula auxiliar de qualquer inferéncia, exceto de uma troca ou corte,
entdo a formula principal da inferéncia é o descendente imediato de C.

3. Para as regras da troca, o descendente imediato de A ou B do seqiiente superior é o A
ou B respectivo do seqiiente inferior.

4. As formulas do corte em uma inferéncia pela regra do corte nao tém descendente
imediato.

e ANCESTRAL IMEDIATQ: C é um ancestral imediato de D se e somente se D é um
descendente imediato de C

o Note que as tnicas formulas em uma prova que nio tém ancestral imediato sio as
formulas dos seqiientes iniciais e as formulas principais de inferéncias por
enfraquecimento.

e ANCESTRAL: a relacdo ancestral é o fecho transitivo e reflexivo da relacdo ancestral
imediato.

o Entdo C é ancestral de D se e somente se ha uma cadeia de zero ou mais ancestrais
imediatos de D até C.

e ANCESTRAL DIRETOQ: C é um ancestral direto de D, se C é ancestral de D e C é a mesma
formula que D.

e DESCENDENTE e DESCENDENTE DIRETO: o converso similar as defini¢des de
ancestral e ancestral direto.

e OBSERVACAO - SUBFORMULA: se C é ancestral de D, entdo C é subformula de D.

1.2.4. Proposi¢do - Propriedade da Subférmula
Se P ¢ uma prova no sistema PK livre de corte, entdo toda formula que ocorre em P é uma
subformula de uma formula que ocorre no seqiiente final de P.

1.2.5. Tamanho das Provas

e Hai um namero variado de modos de medir o tamanho de uma prova P em calculo de
seqiientes. Usaremos o seguinte método:

e |P| denotara o nimero de inferéncias fortes em uma prova P.



m  Note que se P tem n seqiientes, entio |P| < n.

1.2.6. Teorema da Corregao

O Calculo de Seqiientes Proposicional PK ¢ correto. Ou seja, todo seqiiente ou formula provavel-
em-PK é uma tautologia.

e PROVA: basta notar que as regras de inferéncia de PK preservam a tautologicidade dos
seqiientes, e que os seqiientes iniciais sdo tautologias.

e A forma mais geral (implicacional) da correcio também vale:

o Se J é um conjunto de seqiientes , seja uma J-prova qualquer prova na qual seqiientes de
 sdo aceitos como seqiientes iniciais. Entdo, Se ' — A tem uma J-prova, entdo ' — A é
verdadeiro em qualquer atribuicdo de verdade que satisfaz J.

1.2.7. Teorema da Inversao

Seja I uma inferéncia proposicional, ou do corte ou de troca ou contragio (s6 o enfraquecimento foi
excluido). Se o seqiiente inferior de I é valido, entdo todos os seqiientes superiores de I também sao.

e Da mesma forma, se o seqiiente inferior de I é valido segundo uma atribuicio de valores de
verdade T, entdo todos os seqiientes superiores de I também sao.

o PROVA: simples por inspecio em todas as regras referidas no enunciado.

o Repare que a inversio pode falhar em uma inferéncia por enfraquecimento. Por que?
Exemplo?

1.2.8. Teorema da Completude

Se I' — A é uma tautologia, entdo tem uma PK-prova sem corte.

e O teorema da completude estabelece que todo seqiiente valido (tautologia) pode ser provado
no calculo de seqiientes proposicional PK.

e Este resultado, junto com a correcdo, mostra que os seqiientes PK-provaveis sio exatamente
os seqiientes proposicionalmente validos.

1.2.9. Lema Auxiliar

Se I' — A é um seqiiente valido no qual ha m ocorréncias de conectivos logicos, entdo ha uma PK-
prova, sem corte, de ' — A com menos de 2™ inferéncias fortes.

e Usaremos este lema mais forte que a completude, como passo para a demosntracdo de 1.2.8.

e PROVA: inducio em m



e BASE: m=o.

o Neste caso I' — A nido tem constante logica e, portanto, todas as féormulas do seqiiente
sao variaveis proposicionais.
o Como o seqiiente ¢ valido, tem que haver uma variavel proposicional p que ocorre tanto
em ' como em A.
o Entio I' — A pode ser provado com zero inferéncias fortes a partir do seqiiente inicial
p — p por regras de enfraquecimento.
e PASSO: m>o

o HI (hipétese de Inducido): se IT — A tem n < m ocorréncias de conectivos logicos, entdo
ha uma PK-prova sem corte de IT — A com menos de 2" inferéncias fortes.

O

O

Provaremos o passo indutivo por casos, de acordo com as possibilidades para os
conectivos principais das formulas de " e A.

CASO 1.1: ha uma formula da forma ~A em I

Seja I o cedente obtido removendo-se de I' todas as ocorréncias de ~A.

Podemos inferir I' — A por:

' > A A
~AT"—> A
r—A

onde a linha dupla indica uma série de inferéncias fracas.
Como, por hipotese do lema, ' — A é vilido, entdo é claro que ~A, I'" — A também
é valido, pois nenhuma férmula foi acrescentada ou subtraida do seqiiente. Mudou-se,

possivelmente, apenas a quantidade e a posicio das formulas de I'.

Entdo, como ~A, I'" — A é valido, pelo teorema da inversio, I'' — A, A também ¢é
valido.

Mas note que pelo menos uma das constantes légicas que ocorria em I' — A nio
que p g q
ocorre maisem ' — A, A (0"~"do ~Adel).

Logo, I'" — A, A tem no méaximo m-1 conectivos logicos.

Logo, a hipotese de inducdo (HI) vale para I'" — A, A. Portanto, ha uma prova livre
de corte com menos de 2™ inferéncias fortes.

Isso da uma prova livre de corte de I' — A com menos de 2™*+ 1 < 2™ inferéncias
fortes.

CASO 1.2: ha uma férmula da forma ~A em A.



m  resolve-se de modo exatamente anilogo ao caso anterior.

o DEMAIS CASOS: os demais casos, com outros conectivos em I' e A, também sdo
bastante similares a este. O tnico ponto digno de nota ocorre quando ha dois seqiientes
superiores, como no caso em que A tem uma férmula da forma A A B. Neste caso,
fazendo A' o sucedente A menos todas as ocorréncias de A A B, podemos inferir:

I - A" A I - A'B
L —>A"AAB

_

r—A

m  Aqui, pelo teorema de inversio e hipotese de inducdo, teremos duas provas com
menos de 2™ regras de inferéncia. Umade I’ - A", A e umade I' = A', B. Juntando
estas duas provas conforme esquema acima, temos uma prova com menos de 2™
regras de inferéncia: (a <2™', b<2™ e c =atb+1 — c<2")

1.2.10. Melhorando o Limite Superior
e SUBFORMULA OCORRENDO POSITIVAMENTE / NEGATIVAMENTE:
e NEGATIVAMENTE LIGADQ:dada uma férmula A, uma ocorréncia de uma subféormula B

de A e a ocorréncia de um conectivo logico a em A, dizemos que B ¢é negativamente ligado
por a se

1. aé"~"e B estd em seu escopo, ou
2. aé"D"e B éuma subformula de seu antecedente.

e OCORRE NEGATIVAMENTE: B ¢ dito ocorrer negativamente [positivamente] em A se B
é negativamente ligado por um ntmero impar [par] de conectivos em A.

e OCORRE NEGATIVAMENTE: Uma subférmula que ocorre em um seqiiente I' — A ¢ dita
ocorrer positivamente em ' — A se ocorre positivamente em A ou negativamente em I
Caso contrario, ¢ dita ocorrer negativamente no seqiiente.

Lema:

Seja I' - A um seqiiente valido. Seja m' o nimero de subformulas distintas que ocorrem
positivamente no seqiiente e m" o nimero de subféormulas distintas que ocorrem negativamente no
seqiiente.. Seja m = m' + m". Entdo ha uma PK-prova livre de corte com menos de 2™ inferéncias
fortes.

e Por que vocé acha que ele precisou definir ocorréncia forte e fraca para enunciar este lema?
nao bastaria tomar o nimero de subférmulas distintas?

e m, como definido no lema acima, é maior ou menor do que o namero de subférmulas
distintas de I' — A?



1.2.11. Eliminagao do Corte

O famoso teorema da eliminagio do corte estabelece que se um seqiiente tem uma PK-
prova, entdo ele tem uma prova livre de corte.

Isto é uma conseqiiencia imediata dos teoremas da correcdo e completude. Veja como.
o Seja P uma PK-prova do seqiiente I' — A.

o Pelo teorema da correcio, se ha uma PK-prova de I' — A, entdo este é um seqiiente
valido.

o Assim, se ' — A é um seqiiente valido, entdo pelo teorema da completude ha uma prova
P' livre de corte para o seqiiente I' — A.

Este é um modo superficialmente elegante de provar a eliminacio do corte, que no entanto
tem a desvantagem de ndo nos informar absolutamente nada sobre como transformar
construtivamente uma PK-prova qualquer em uma prova livre de corte.

Esta é uma prova semantica, e para este resultado (eliminacio do corte), uma prova sintitica
teria muito mais informacio e utilidade.

Veremos, mais adiante, um procedimento passo-a-passo para converter provas do cilculo de
seqiientes de primeira ordem em provas livres de corte. Este mesmo método funciona para o
calculo proposicional.

TEOREMA DA ELIMINACAO DO CORTE: suponha que P é uma PK-prova de ' — A.

Entio I' — A tem uma PK-prova livre de corte com um ntmero de inferéncias menor ou
igual a 2 inferéncias fortes.

1.2.12. Eliminagao dos Cortes-Livres

Seja J um conjunto de seqiientes e, como antes, uma J-prova uma prova do calculo de
seqiientes que pode conter seqiientes de J como seqiientes iniciais, além dos seqiientes
iniciais l6gicos (axiomas).

Se I ¢ uma inferéncia do corte que ocorre em uma J-prova P, entdo dizemos que as formulas
do corte de I sio descendentes diretas de T se elas tém pelo menos um ancestral direto que
ocorre como uma formula em um seqiiente inicial de P que pertence a 9.

CORTE LIVRE: um corte I ¢ dito livre se nenhuma das féormulas auxiliares de I descende
diretamente de 9.

PROVA LIVRE DE CORTES LIVRES: uma prova ¢ livre de cortes-livres se e somente se
ela ndo contém cortes livres.

O teorema da eliminacio do corte pode ser generalizado de modo a demonstrar que o
fragmento livre de cortes livres do calculo de seqiientes ¢ implicacionalmente completo. Ou
seja:

ELIMINACAO DO CORTE-LIVRE: Seja S um seqiiente e I um conjunto de seqiientes. Se
J | =S, entdo ha uma J-prova livre de cortes livres de S.




1.2.13. Alguns Comentarios

Uma das grandes vantagens do calculo de seqiientes é sua flexibilidade para ser adaptado para
logicas nao-classicas.

Por exemplo, a l6gica proposicional intuicionista pode ser formalizada em um sistema PJ que
é definido exatamente como PK, com exce¢io de que os sucedentes dos seqiientes inferiores
das regras fortes sdo restritos a conter no maximo uma férmula.

A logica minimal também é formalizada como PJ, com a restri¢cao mais forte de que todos os
sucedentes contenham exatamente uma férmula.

Logica linear, 16gicas relevantes, l6gicas modais e outras podem também ser formuladas
elegantemente em calculo de seqiientes.

2. Teoria da Prova da Logica de Primeira Ordem

2.1. Sintaxe e Semantica

2.1.1. Sintaxe da Légica de Primeira Ordem

A logica de primeira ordem é uma extensao da logica proposicional que permite o raciocinio
sobre individuos, que utiliza fun¢des e predicados atuando sobre estes individuos.

A linguagem proposicional é acrescida dos seguintes simbolos:

O conectivos proposicionais: ~, A, V e D.

o quantificadores: (3x) — "existem x" e (Vx) — "para todo x"

o variaveis: utilizaremos x, y, z, ..., € a, b, ¢, ..., como metasimbolos para variaveis. Ha um
conjunto infinito enumeravel de variaveis.

o simbolos de funcio: de aridades especificadas, denotados por: f, g, h, ...

o constantes: simbolos de funcdo de aridade zero.

o simbolos de relacio: de aridades especificadas, denotados por P, Q, R, ...

o Algumas vezes, as linguagens de primeira ordem incluem um simbolo distinguido de
relacdo de aridade 2 "=" para a identidade.

Definicio usual de termos e formulas (p.26), de variaveis livres e ligadas (p.27)

Se t é um termo, A(t/x) denota a férmula obtida pela substituicio de toda ocorréncia de x
livre em A pelo termo t.

o Para evitar efeitos indesejados nesta operagdo, geralmente queremos que ¢ seja livre para
substituicdo por x em A, que significa que nenhuma variavel livre de t se torna ligada em

At/ x).

o Formalmente, isso significa que nenhuma ocorréncia livre de x em A ocorre no escopo de
um quantificador (Qy) com y sendo uma variavel que ocorre em t.

A substituicio simultinea de x,, .., x; por t,, ..., &, em A, denotada por A(t,/x,, ..., &/ x) é
definida similarmente da maneira ébvia.

Para simplificar a notacio, adotamos algumas convencdes para denotar substituicoes:
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o Quando escrevemos A(x) e A(f) no mesmo contexto, isso indicara que A (x) é uma

formula e que A(z) é A(x/1).

Recomendo a leitura do item 2.1.2 Semantica da Logica de primeira ordem para uma rapida,
porém precisa revisio das defini¢des de estrutura, modelo, satisfacao, interpretacdo, atribuicdo
de objetos, verdade,...

2.3. O Calculo de Seqiientes de Primeira Ordem

Vamos agora ampliar o célculo de seqiientes proposicional apresentado na se¢ao 1.2.

2.3.1. Variaveis Livres e Ligadas

Aqui, algumas restricdes com relacdo a variaveis livres e ligadas e a definicdo de formulas e
termos sdo feitas. Sio semelhantes aquelas que vimos em Deducdo Natural.

As variaveis livres serdo denotadas pelos metasimbolos de variaveis a, b, c,... e as variaveis
ligadas pelos metasimbolos de variaveis x, y, z, ...

Os termos, sio definidos apenas com variaveis livres e fun¢des. Quando variaveis ligadas
estdo presentes em um termo, o chamamos de semitermo.

Da mesma férmula, uma semiférmula é como uma férmula, com excecio de que admite
variaveis ligadas onde deveria haver variaveis livres.

Usaremos 7; s, t,... como metavariaveis para termos e A, B, C,... como metavariaveis para
formulas.

Note que, em geral, uma subformula de uma férmula sera uma semiférmula.

2.3.2. Definicao LK

O calculo de seqgiientes de primeira ordem LK é definico como uma extensdo do sistema
proposicional PK. LK tem todas as regras de inferéncia de PK mais as seguintes:

REGRAS QUANTIFICACIONAIS

y A, T —A v T — A A(b)
€sq (V)A(x), T — A 1 T — A, (VA
A(BLT — A . L — A Al
Jesq @A) T — A Jdir I'= A 39AK)

Onde: A é uma féormula arbitraria, t um termo arbitrario e a variavel livre b, chamada de
"eigenvaridvel' da inferéncia e ndo deve ocorrerem T e A.

As regras proposicionais e quantificacionais saio chamadas de regras légicas.

As nocdes de descendente, ancestral e nocdes derivadas, bem como as medidas de tamanho
das provas sdo idénticas as apresentadas no calculo proposicional.

Seja S o seqitente I' — A. Chamaremos de As a formula (AT') D (VA), que representa o
"significado" pretendido para o seqiiente S.
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Seja b = (b,, .., by) as variaveis livres de As. Entio As = As(b).
VS denota o fecho universal (V x) As(x) da férmula As.

2.3.3. Expansoées de LK via Seqiientes Iniciais

Os tnicos seqiientes iniciais permitidos em LK sio do tipo A — A quando A é atdmica.

No entanto, algumas vezes é conveniente permitir outros tipos de seqiientes iniciais. Entdo,
se J é um conjunto de seqiientes, definimos LKJ como o sistema obtido de LK, mas que
também permite que qualquer elemento de J seja seqiiente inicial.

Um exemplo importante desta possibilidade é a teoria LKe para a l6gica de primeira ordem
com identidade.

LKe é LK com a adicdo dos seguintes seqiientes iniciais para a identidade:

—e=e

S=t,..,s=1t— fls) = f(1)
s =t,..,s.=1t P(s) — P(1)

Dizemos que um conjunto J é fechado para substituicdo se, sempre que I'(a) — A(a) esta
em Jetéum termo, entdo I'(f) — A(f) também esta em J.

2.3.4. Substituicao em Provas

Quando P é uma prova escrevemos P(a) e P(z) para indicar que P(#) é o resultado de
substituir toda ocorréncia de a em férmulas de P por t.

TEOREMA: Seja J um conjuno de seqiientes fechado para substituicdo. Se P(b) ¢ uma LKJ-
prova, e se nem b nem qualquer variavel em t é usada como uma eigenvariavel em P(b),
entdo P(t) é uma LKJ-prova valida.

2.3.5. Definicao — Forma Normal para Variaveis Livres

Uma variavel livre no seqiiente final de uma prova é chamada de um pardmetro varidvel da
prova.

Uma prova P esta na forma normal para varidveis livres se:

1. Nenhum paridmetro variavel é usado como eigenvariavel.

2. Todas as outras variaveis livres em P (que ndo sio pardmetro variavel) sio usadas
exatamente uma vez como eigenvariaveis e aparecem em P apenas em seqlientes
acima da inferéncia das quais sdo eigenvariaveis.

OBSERVACAQ: Note que todas as provas podem ser colocadas na forma normal para
variaveis livres através de uma simples renomeacdo de suas variaveis.

2.3.6. Teorema da Corregcao

SejaI' — A um seqiiente arbitrario.

1.

2.

Se I’ — A tem uma LK-prova, entio I' — A ¢é valido.

Se J é um conjunto de seqiientes e ' — A tem uma LKJ-prova, entio J |= T — A.
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e PROVA: o teorema da correcio é provado de modo direto por inspe¢io nas regras e inducio
no namero de inferéncias de uma prova.

2.3.7. Completude do Fragmento Livre de Corte de LK
Seja I’ — A um seqiiente de uma linguagem de primeira ordem L que ndo contém identidade.
1. SeI' — A é vilido, entdo ele tem uma LK-prova livre de corte.

2. Seja IT um conjunto de sentencas. Se IT implica logicamente I' — A , entao ha C,, .., C, € Il
tais que C,, .., C,, ' — A tem uma LK-prova livre de corte.

Corolario — Completude Generalizada. Seja J um conjunto de seqiientes. Se I implica logicamente
I' - A, entdio I' — A tem uma LKJ-prova.

e Note que no corolario, a LKJ-prova pode nio ser livre de corte.
e Um caso especial importante deste corolario é que LKe é completo.

e Apesar de, no caso mais geral, o fragmento livre de corte de LKJ poder ndo ser completo,
mostraremos mais adiante que é sempre possivel obter LKJ-provas que nio contenham
cortes livres.

e O corolirio também é conseqiiéncia imediata do teorema da completude para o fragmento
livre de corte de LK. Veja:

o SeJ |=T — A, entdo a parte (2) do teorema implica que hi S,, ..., Sk pertencentes a J tais
que VS,, .., VS, I' = A tem uma LK-prova.

0 Mas, claramente, cada — VS; tem uma LKJ-prova, entdo com k inferéncias do corte,
I' > A também tem uma LKJ-prova.

PROVA DO TEOREMA DA COMPLETUDE:

e A prova deste teorema apresentada por Buss (pp 34-36) é uma extensdo da prova de
completude do fragmento livre de corte proposicional que apresentamos anteriormente.

e Nio vamos estudi-la em detalhes. Isso porque ela tem algumas desvantagens do ponto de
vista da teoria da prova:

m  ela s6 funciona para o sistema LK puro. Nio funciona para os fragmentos (livres de
cortes-livres) de sistemas do tipo LKJ (repare que o corolario da completude
generalizada acima depende da regra do corte para ser expandido para LK)

®m 2 prova é completamente ndo-construtiva.

®  a prova ndo indica uma cota para o tamanho das provas livres de corte.

2.4. Eliminacao do Corte

2.4.1. Definicao — Altura (depth)

A altura (depth) de uma formula A, dp(A), é definida como a altura de sua arvore de
representagdo. Formalmente:

e dp(A) = o, para A atémica;
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e dp(A A B)=dp(AV B)=dp(A DB) =1+ max{dp(A), dp(B)};
o dp(~A) =dp((3x)A) = dp((Vx)A) =1 + dp(A).

A altura (depth) de uma inferéncia do corte é definida como sendo igual a altura de sua férmula do
corte.

DEFINICAOQ: a funcio superexponencial 2%, para i, x > o, é definida indutivamente por:

X

e 2=

X

2i.

® 2 =,

Entdo, 2/ representa o resultado de 2 elevado a 2 elevado a 2 ... (i vezes) elevado a x.

2.4.2. Teorema da Eliminagdo do Corte

Seja P uma LK-prova e suponha que toda formula do corte em P tem altura menor ou igual a d.
Entio ha uma LK-prova livre de corte, P*, com 0 mesmo seqiiente final que P, cujo tamanho é:
IP*] < 20a+n™.

2.4.2.1. Lema

Seja P uma LK-prova cuja inferéncia final é um corte de altura d tal que todas os outros cortes em P
tém altura estritamente menor que d. Entdo ha uma LK-prova P* com o mesmo seqiiente final
que P em que todos os cortes de P* tém altura menor que d e [P*] < [P~

PROVA:

e A prova P termina com uma inferéncia do corte:

na qual a altura da formula do corte A é igual a d e onde todos os cortes nas subprovas Q e R tém
altura estritamente menor do que d.

e O lema sera provado por casos. Tantos casos quantas sdo as possibilidades para o conectivo
principal de A.

e (I) Podemos assumir, sem perda de generalidade, que tanto Q quanto R contém pelo menos
uma inferéncia forte, pois caso nao tenham podemos facilmente eliminar a inferéncia do
corte expressa e provar o lema. Vejamos:

m  Se nio ha regra de inferéncia forte em Q, entdo (1) ou A € I' ou (2) existe B tal que
BeAeBel.

m  No caso (2) é obvio que ha uma prova sem corte de I' — A, cujo seqiiente inicial é
B — B apenas com regras de enfraquecimento. Se isto ocorre, o lema, para este caso,
esta provado.

m  No caso (1), como A € I, entdo podemos substituir a prova P acima pela seguinte
prova que também satisfaz o lema:

14



[R]
Pr= AT—>A (enfraq. esq.)
- A

m  Se nio ha regra de inferéncia forte em R o caso é absolutamente analogo!

e Também assumiremos, sem perda de generalidade, que a prova P esta na forma normal para
variaveis livres.

CASO (a): A é ~B.

e Entdo P tem a seguinte forma:

® A estratégia da prova é construir novas provas Q* e R* para os seqiientes ' — A, B e
B,I' — A respectivamente, que podem ser combinadas em uma prova P* de I' — A
através de uma inferéncia do corte de altura d-1 da seguinte forma:

[R*] Q7]
P = I - AB B, I' - A
' - A

e Para obter Q¥, primeiramente obtemos Q' através da substituicio de todo seqiiente
IT— A de Q peloseqiiente 1, B— A-, onde A- ¢ obtido de A removendo-se todos os
ancestrais diretos da féormula do corte ~B.

o Q' claramente nio é uma prova valida. Por exemplo, uma inferéncia de (~dir) em Q

da forma:
B. Il - A
IT— A, ~B
o Em Q' esta inferéncia ficaria:
B.IILB — A-
I, B— A-

o Estritamente falando, esta ndao é uma inferéncia valida. Mas é claro que pode se tornar
uma inferéncia valida, se inserirmos algumas trocas e contracées.

o Analogamente, um seqiiente inicial de Q' sera da forma B, C — C.

m  Este ndo é um seqiiente valido, no entanto B, C — C pode ser obtido do seqiiente
inicial C — C através de uma inferéncia de enfraquecimento.

m  Note também que como a férmula do corte deste caso, ~B, nio é atdmica, ndo ha
em Q seqiiente inicial com a forma ~B — ~B.

o De modo anilogo, todas as inferéncias em Q' podem ser corrigidas para se tornarem
validas.
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o Entdo, Q* é obtida de Q' através exatamente destas operacdes que "consertam" Q'
transformando-a em uma prova valida. A inferéncia do exemplo ficaria, em Q¥, assim:

B, ILB — A-
I, B— A-

o Exercicio: mostre que todas as inferéncias em Q' podem ser corrigidas e tornarem-se
inferéncias validas de Q*.

e Aprova R* de ' > A, B pode ser obtida de modo similar a partir de R em 2 passos:

1. Obtencado de R' a partir de R através da substituicao de todo seqiiente IT — A de R pelo
seqiiente IT- — A, B onde II- ¢é obtido de IT removendo-se todos os ancestrais diretos
da formula do corte ~B.

2. Obtencdo de R* a partir de R' através do "conserto" de todas as inferéncias nio validas e
seqiientes iniciais ndo admitidos.

e Repare que nenhum corte novo esta sendo introduzido neste processo.

e Além disso, como as inferéncias fracas ndo contam para o tamanho das provas, [Q*| < Q] e
IR*| < |R].

e Entdo, P* tem apenas cortes de altura menor que d e |P*| < |P].

CASO (b): A ¢ BV C.

e Entio P tem a seguinte forma:

[Q] [R]
r>A BV C BVvCT—>A
r—A

a~}
1]

e A estratégia é aniloga a do caso anterior. Q' é uma prova cujo seqiiente finalé I' —> A, B, C
e que ¢ obtida de Q através da substituicdo de todo seqiiente IT— A de Q por
IT— A-,B,C, onde A- éobtido de A pela retirada de todas as ocorréncias que sdo
ancestrais diretos da formula do corte B VvV C.

e De modo analogo ao caso anterior, através da substituicdo de algumas regras (Vdir) em Q'
por inferéncias fracas de troca e enfraquecimento, transformamos Q' em uma prova valida

Q.
e Agora construimos Ry a partir de R substituindo toda ocorrénciade BV C em R, que é
ancestral direto da formula do corte (B vV C), pela formula B.

e Um caso que ilustra que Ry pode ndo ser uma prova valida ¢ uma inferéncia (Vesq) em R:

B, I1 — A C.II—>A
BVCII—A

o Em Ry esta inferéncia ficaria:
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O

B, I1 - A CII—>A
B, I1— A

Em sentido estrito, esta ndo é uma inferéncia valida. Mas Ry pode ser "consertada",
descartando-se a inferéncia e sua hipotese superior direita, junto com a subprova que a
obtém.

Simples adi¢des de inferéncias fracas resolvem todos os outros possiveis problemas de Rp.
Entio podemos obter uma prova Ry vélidade B, ' — A.

Um processo similar nos d4 uma inferéncia Rc de C, ' — A.

e A prova P* pode agora ser definida como:

[Q7] [Re]
I > A B,C C,.I' > A [Rg]
p* = ' - AB B.I' - A
N - A

e O processo de obtencio de Q*, Rz e Rc ndo introduz nenhum corte novo ou inferéncia
forte nova.

e Entdo, claramente, pelas hipoteses do lema, todos os cortes em P* tem altura < d.

e Alémdisso, [P*] <[QI + 2IR| + 2. Como [P| =|QI + IRl + 1 e [QI, IRl =1, isto é
suficiente para provar o lema para este caso.

m Pois [P < QI + 2Rl +2 = (IQI +[R| +1)* = [P

CASOS (cd)Je(d): (AéBAC) e (A éeBDCQ).

e Estes casos sdo bastante analogos ao caso (b) e serdo omitidos.

CASO (e): A é (3x)B(x).

e Entio P tem a seguinte forma:

[Q] [R]
P= [ —> A (3xB(x) (Fx0)B(x), I — A
I - A

e Primeiro consideremos como a férmula (Ix)B(x) pode ter sido introduzida na subprova Q.

O

O

O

Como ela nio é atdmica, ndo foi em um seqiiente inicial.
Entdo ou foi por uma inferéncia de enfraquecimento ou de (3dir).

Suponha que haja k> o (3dir) inferéncias em Q cuja formula principal é um ancestral
direto da férmula do corte (Ix)B(x). Isto pode ser enumerado como:

l_.[i — Ai. B(tu)
Hi — Ai, (EIX)B(X)
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o onde 15i<k

o Similarmente, localizamos todas as inferéncias (Jesq) em R cuja férmula principal é
ancestral direto da férmula do corte (3x)B(x) e as enumeramos como:

B(ai) I, — A'i
(329B(x), [Ty — A

o onde 1551

o (1) Para todo i<k, obtemos uma prova R; do seqiiente B(t), [ — A através da
substituicio de todas as [ variaveis a; pelo termo t;, em todos os lugares de R,
substituindo todos os ancestrais diretos da férmula do corte (3x)B(x) em R por B(t),
e removendo as [ inferéncias (esq).

Nio é dificil notar que esta operacio resulta em uma prova valida, pois como P esta na
forma normal para variaveis livres, isso garante que as substituicdes de ajs por t; nido
interferira nas condicoes para as eigenvariaveis das inferéncias de R.

Agora, obtemos Q' a partir de Q através da substituicdo de cada seqiiente IT —> A em Q
pelo seqiiente IT,I" — A, A-, onde A- é obtido de A pela retirada de todos os ancestrais
diretos da formula do corte (Ix)B(x).

Claramente, Q' termina com o seqiiente I, ' — A, A, mas no entanto, nio é uma prova
valida. Para conserta-la precisamos fazer o seguinte:

o Os seqiientes iniciais de Q' serdo da forma invélida: D, I — A, D. Mas partindo de
D — D, obtemos D,I' - A, D de modo valido apenas com regras de enfraquecimento
e troca.

o Para 1 <i<k a i-ésima inferéncia (3dir) enumerada acima tera, em Q' a forma:

Hi. | — A. Ai. B(ti]
Hi, F — A, Ai

o Esta inferéncia pode ser substituida pelas seguintes inferéncias (um corte e,
possivelmente algumas trocas a direita no seqiiente superior esquerdo):

[Ri]
Hi. F — A, Ai. B(ti) B(tj). F — A
Hi, F g A, Ai

o Repare que em (1) construimos a subprova do seqiiente superior direito.

o Repare também que substituimos uma inferéncia (3dir) por um corte de altura d-1
juntamente com algumas inferéncias fracas.

Estas mudancas tornam Q' uma prova valida. Em particular as condi¢des para as
eigenvariaveis continuam valendo, uma vez que nenhuma variavel livre em I' —> A ¢é usada
como eigenvariavel em Q.

Adicionando algumas trocas e contragdes ao final desta prova obtemos a desejada prova P*
de I' > A.

E claro que todos os cortes em P* tem altura < d.

Por inspecdo na construg¢do de P* seu tamanho pode ser limitado por:
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IP*l = 1QIURI+1) < [PF.

CASO (f): A ¢é (Vx)B(x).

e Este caso é completamente dual ao caso (e) anterior:

CASO (g): A ¢é atdmica.

e Entio P tem a seguinte forma:

[Q] [R]
r—>AA AT —>A

r—A

a~}
1]

e Obtemos R' a partir de R substituindo todo seqiiente IT — A em R pelo seqiiente
II-, T — A, A, onde II- é Il menos todas as ocorréncias de ancestrais diretos de A.

e R' terminard com o seqiiente final I, ' — A, A e é uma prova valida, exceto pelos seus
seqiientes iniciais.

e Os seqiientes iniciais B— B, de R, com B # A se tornam B,I' —> A, B em R

o E facil obter uma derivacio valida do segundo seqiiente a partir do primeiro, através de
enfraquecimentos e trocas.

e Ja os seqiientes iniciais A — A de R, se tornam I' - A, A em R
0 Mas repare que I' — A, A é exatamente o seqiiente final de Q.

e A prova desejada P* ¢ entdo obtida de R' adicionando-se algumas inferéncias fracas e
algumas copias da subprova Q a folhas de R', e adicionando-se algumas trocas e contracdes
ao final de R'.

e Como os cortesde Q e R sio todos de altura <d (ou seja, Q e R ndo tém corte, ja que
como A é atdémico neste caso, d=0), entdio P* também tem apenas cortes de altura < d.

e Além disso, como o nimero de seqiientes iniciais de R' é limitado por |R| +1, o tamanho
de P* pode ser limitado por:

[Pl = IRIHIQILIRI+1) < (IQH1) (IR[+1) < [P

e Eisso FINALMENTE completa a prova do Lema 2.4.2.1, que mostrou como substituir um
simples corte por inferéncias com cortes de menor altura. Iterando esta construcio sera
possivel remover todos os cortes de altura maxima d em uma prova. Este fato sera
estabelecido no lema seguinte (2.4.2.2). O Teorema da Eliminacdo do Corte sera um corolario
destes dois lemas.

2.4.2.2. Lema

Se P é uma LK-prova cuja altura méaxima de seus cortes ¢ d, entdo hd uma LK-prova P* do
mesmo seqiiente final cuja altura maxima de seus cortes é estritamente menor que d e cujo
tamanho & [P*| < 2.
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PROVA: porinducio em n(P,d), o nimero de cortes com altura maxima d em P.
BASE: n(Pd) =o

e Neste caso, ndo ha corte com profundidade d. Logo, P* é o proprio P, pois todos os cortes
em P tém altura maxima <d e [P] < 2"

PASSO INDUTIVO: n(Pd) > o (o nimero de cortes com altura maxima d é > o)
HIPOTESE INDUTIVA (HI): se T é uma provae n(T,d) < n(P,d), entdo o lema vale para T:

m  Ha uma prova T* com o mesmo seqiiente final de T, cuja altura maxima de seus
cortes € menor que d e T < Zz"T“.

e [ suficiente analisar o caso em que P termina com uma inferéncia do corte cuja formula do
corte A tem altura d. (POR QUE?)

[Q] [R]
r—>AA AT—>A

r—A

o
1]

e Suponha, primeiramente, que uma das subprovas, digamos R, nio possui inferéncia forte. Ou
seja, |R| = o. Entdo uma das duas alternativas seguintes ocorrem:

1. R contétm A — A como seqiiente inicial;

2. Ha, em R, um ancestral direto da formula do corte A que foi obtido por
enfraquecimento.

o Nocaso (1) A deve ocorrerem A eaprova P* desejada pode ser obtida de Q
adicionando-se algumas trocas e uma contracdo ao final.

o No caso (2) P* pode ser obtida de R removendo-se o enfraquecimento a esquerda que
introduz o ancestral direto da férmula do corte A (e possivelmente removendo-se
algumas trocas e contracdes envolvendo estes A's).

e Um argumento completamente similar funciona para o caso em que Q] = o.

e Em ambos os casos, [P*] < [P| < 2M.

e Suponha agora que haja inferéncias fortes tanto em R quanto em Q.

e Note que tanto em R quanto em Q, o nimero de cortes com altura d é menor que
n(P,d), ja que ha um corte de altura d em P que est4 fora tanto de Q quanto de R.

e Logo, a hipotese de inducdo HI vale para R e Q.

e Entdo ha provas Q* e R* dos mesmos seqiientes finais de R e Q com todos os cortes
com altura menor que d e que:

Q<2 e IRY< 2N

e Considere entdo a seguinte prova:

e Aplicando o Lema 2.4.2.1 a esta prova obtemos uma prova P* de I' — A em que todos os

20



cortes tém altura < d tal que:

IP* < ("Q*" + |R*| + 1)2 < (zz"Q” + 22IIRH_ 1)2 < 22HQH+IIR\I+1 = 22HPII

Isso termina a prova do lema 2.4.2.2.

Teorema da Eliminagao do Corte

Seja P uma LK-prova e suponha que toda formula do corte em P tem altura menor ou igual a d.
Entdo ha uma LK-prova livre de corte, P*, com 0 mesmo seqiiente final que P, cujo tamanho é:
IP*] < 20a+n™.

PROVA:

Trivial, por aplicagdes sucessivas do lema 2.4.2.2 e propriedades aritméticas p/ o calculo da
cota.

Cota Geral para Provas Livres de Corte.

A cota para provas livres de corte, obtida no Teorema da Eliminacio do corte depende de
duas variaveis: o tamanho da prova original que pretendemos retirar os cortes e a altura
maxima das formulas do corte desta prova.

E possivel obter uma cota mais geral do que essa, definida apenas sobre uma variavel: o
tamanho da prova original: [P*| < 2,™. (ver prova p. 42).

Teorema da Eliminagao dos Cortes-Livres

Investigaremos a possibilidade de eliminar cortes em sistemas de LKJ-provas, ou seja,
sistemas com as mesmas regras de LK que, no entanto, admitam que os seqiientes iniciais
possam vir de J, onde presume-se que conjunto J de seqiientes é fechado para substituicao.

Um importante exemplo de tal conjunto J é dado pelos axiomas de LKe. No entanto, J
pode também ser o conjunto de axiomas de qualquer teoria de primeira ordem.

2.4.4.1. Definicoes

Seja P uma LKJ-prova. Uma férmula em P estad ancorada (por um J-seqiiente) se é um

descendente direto de uma férmula que ocorre em um seqiiente inicial de P que pertence a
3.

Uma inferéncia do corte em P esta ancorada se uma das duas condicdes abaixo é satisfeita:

1. A formula do corte ndo é atdmica e pelo menos uma de suas duas ocorréncias na
inferéncia de corte esta ancorada.

2. A férmula do corte é atdbmica e suas duas ocorréncias na inferéncia do corte estio
ancoradas.

Uma inferéncia do corte que ndo esta ancorada é dita livre.

Uma prova P é livre de cortes livres se nio contém cortes livres.
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2.4.4.2. Ocorréncia Introduzida Somente de Modo Fraco

Uma ocorréncia de férmula em uma prova P ¢ introduzida somente de modo fraco em P se
nenhum de seus ancestrais diretos ocorre em um seqiiente inicial ou é férmula principal de
uma inferéncia forte.

Com freqiiéncia é conveniente assumir que uma prova P satisfaz a condicdo de que nenhuma
férmula do corte é introduzida somente de modo fraco.

o Ou seja: toda inferéncia do corte satisfaz a condi¢do de que nenhuma ocorréncia de sua
formula do corte é introduzida somente de modo fraco em P.

Se P ¢ uma LKJ-prova, entdo podemos, sem perda de generalidade (w.l.o.g.), satisfazer esta
condicdo extra sem que isso produza algum aumento no tamanho da prova ou na altura dos
cortes da prova.

No entanto, quando eliminamos um corte cuja férmula do corte A é introduzida somente de
modo fraco, pode ocorrer que um outro corte, cuja férmula do corte é B, antes ancorado,
torne-se corte livre. (veja p. 43)

Para evitar este caso, que poderia estragar uma prova por induc¢io na altura maxima dos
cortes livres, vamos assumir que nenhuma férmula do corte em P é introduzida somente de
modo fraco.

2.4.5. Teorema da Eliminacao dos Cortes Livres

Seja J um conjunto de seqiientes fechado para substitui¢io. Entio:

1.

2.

Se LKJ  I' > A entdo ha uma LKJ-prova sem cortes livres de I' — A.

Seja P uma LKJ-prova que satisfaz a condicio 2.4.4.2 e suponha que toda férmula do corte
ancorada em P tem altura menor do que d. Entdo ha uma LKJ-prova sem cortes livres P*
do mesmo seqiiente final, cujo tamanho é: [P*]| < 2(44,)".

Veja a prova nas paginas 44 a 47.

e S T e e S oty SR
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2 troca a esq. troca a dir. ~esq ~dir
S| LABIL—>A | L>AABA L o>AA AT A
% IB,AJI, A | T —-A,B A A ~AT > A I > A ~A
%
5 contracdo a esq. | contracdo a dir. § Aesq Adir
El O AAT—oA L>AAA |O A B L —A I >AA T >AB
S AT —A I'—>AA O AAB, T — A I'—> A AAB
D
ﬁ enfraq. a esq. enfrag. adir. | Q Vesq Vdir
& L —A L—A QlArL—>A  BTSA L >AAB
~ AT —A I —AA Z AVB, T — A I' - A AVB
FUAA AT A Desq Ddir
—> . , —>
CORTE: r A L>AA BToA AL —>AB
ADB, I'—> A I'—> A ADB
Vesq Vdir Jesq Jdir
A, T > A L > A A(b) A, T > A r > AA@
(V) A(x), T — A I - A, (Vx)A(x) (IxAX), T — A I - A (3x)A(x)
REGRAS QUANTIFICACIONALIS

o REGRAS FRACAS: as regras estruturais fracas também sdo chamadas apenas de regras_

fracas.

e REGRAS FORTES: as outras regras de inferéncia saio chamadas de regras fortes.

e REGRAS ESTRUTURAIS: as regras de inferéncia estruturais consistem das regras estruturais

fracas mais a regra do corte.

=~ =4=4=4=+4=4=+=4=4+=4+=4+=4=4+=+=4+=4+=4+=4+=4+=4=4=4+=4+=4=4+=4+=4+=4+=4+=

e FORMULA PRINCIPAL: todas as regras de inferéncia, com excecio do corte, tém uma

férmula principal, que é a férmula que ocorre no seqiiente inferior que ndo esta nos

cedentes I' ou A (ou IT ou A).

m  As regras de troca tém duas formulas principais.

e FORMULA AUXILIAR: toda inferéncia, exceto o enfraquecimento, tem uma férmula_

auxiliar, que sio as formulas A e B que ocorrem no(s) seqiiente(s) superiore(s) da inferéncia.

FORMULAS LATERAIS: as formulas que ocorrem nos dedentes I', A, IT ou A sio chamadas
formulas laterais.

FORMULAS DO CORTE: as duas formulas auxiliares da regra do corte sio chamadas de
férmulas do corte.







